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概率统计基础(⼆)⸺随机变量及其分布 

随机变量的概念 

定义1： 设 是某随机试验的样本空间.函数 将样本空间中的样本点映射为固定的数字，则称函数 为该
随机试验的随机变量.可以发现，随机变量的本质就是将随机试验的样本点映射为⼀个实数的过程。

根据随机变量的取值的数量状态的不同，可以将随机变量分为离散型和连续性两种。离散型随机变量的取值是有
限可列或⽆限可列个的；⽽连续型随机变量的取值是⽆限多且绵密⽽不可列的。⽐如扔⾊⼦，摸球，观察某⼀段
时间内某个路⼝的⼈流量等属于典型的离散型，⽽电灯泡的寿命,某地区某天的的降⽔量等则属于连续型。

离散型随机变量及其分布 

定义2： 设 为某离散型随机变量，其中 的取值为 ,则称与 对应的概率集合
为该随机变量的概率分布或者分布律.

例题1： 设有 个⿊球和 个⽩球，每次以不放回的⽅式抽取 个，直到抽取到⿊球时停⽌。现设 为在该试验中抽
取到⽩球的个数，问

Ω X = h(ω) X

X X xk, k ∈ {1, 2, 3 ⋯} xk

pk = P(xk), k ∈ {1, 2, 3 ⋯}

5 3 1 X

P(1 < X ≤ 3)



连续型随机变量及其分布 

由于连续性随机变量的取值分布是⽆限且连续的，求出其中单个可能取值的概率是极限为 的⽆穷⼩量,因此分布
律的⽅法对连续型随机变量不再适⽤，⽽应该使⽤概率密度函数加以描述。

定义3： 若存在⼀个可积函数 ，对于任意实数 ,存在 ,则称 为随

机变量 的概率密度函数.

概率密度函数在某⼀点的函数值 并不表明 点发⽣的概率⼤⼩ (实际上在连续型随机变量中，单点发⽣的
概率为 )，⽽是表明随机变量的取值分布在 点附近的密度⼤⼩。

概率密度函数的本质特征：当 时，有

这表明，连续型随机变量的概率密度函数在整个实数域上的定积分必定为

例题2：设

求 的值.

分布函数的概念 

定义4：随机变量 的取值⼩于等于某个⾃变量 时候的概率值函数即称为该随即变量的分布函数。即
,其中

分布函数的性质：

1. 

2. 是个⾮递减函数，这是因为随着 的增⼤，样本点增多，则概率必然也随之增⼤或保持不变

3. 

4. 

5. 对于离散型随机变量，其分布函数 是右连续的，对于连续型随机变量，其分布函数 是连续的

例题3: 设

求 的值.

离散型随机变量的分布函数 

0

f(x) ≥ 0 a ≤ b P{a ≤ X ≤ b} = ∫ b
a

f(x)dx f(x)
X

f(x) x P(x)
0 x

a → −∞, b → +∞

P(−∞ ≤ X ≤ +∞) = ∫ +∞

−∞
f(x)dx = 1

1

f(x) = {kx + 1 0 ≤ x ≤ 2
0 other

k

X x

F(x) = P(X ≤ x) x ∈ (−∞, +∞), F(x) ∈ [0, 1]

0 ≤ F(x) ≤ 1
F(x) x

limx→+∞ F(x) = F(+∞) = 1
limx→−∞ F(x) = F(−∞) = 0

F(x) F(x)

F(x) = { λ > 0
a − e−λx x > 0
0 x ≤ 0

a



对于离散型随机变量，设其所有可能取值由⼩到⼤排序为 ,则

其中

例题4: 设现有某离散型随机变量 的分布律如下：

求其分布函数 的表达式.

连续型随机变量的分布函数 

对于连续型随机变量⽽⾔，有 .

容易看出， ，即连续性随机变量分布函数的导数是其概率密度函数。

例题5: 设

求：

1. 的值

2. 

3. 

常⻅的重要分布 

离散型随机变量的分布 

0-1分布 

0-1分布是⼀种离散型分布，且取值只能有两个，其分布律如下：

其计算公式为：

x1, x2, ⋯ , xi, ⋯

F(x) = P(X ≤ x) =
k∑

i=1

P(xi)

xk ≤ x < kk+1

X

X −1 2 3
P 1

2
1
3

1
6

F(x)

F(x) = P(X ≤ x) = ∫ x

−∞ f(t)dt

F ′(x) = f(x)

F(x) =
⎧⎪⎨⎪⎩0 x < 0

Ax2 0 ≤ x < 1
1 1 ≤ x

A

求其概率密度函数f(x)
求P(0.3 < X < 0.7)

X 1 0
P p 1 − p



其中

⼏何分布 

⼏何分布⽤以描述某事件发⽣的概率为 ，对该事件进⾏独⽴重复，则该事件直⾄第 次发⽣，⽽前 次未发
⽣的概率现象。

其计算公式公式为：

记作

⼆项分布 

⼆项分布⽤以描述在进⾏了 次重复独⽴试验后事件发⽣ 次的概率。

其计算公式公式是：

记作

分布是⼆项分布在 时的特例

例题6: 设现有⼀套报警系统，每台报警器在发⽣危险时的报警概率为 ，并且每台报警器独⽴⼯作。现要求在发
⽣危险时该报警系统以⼤于 的可能报警，那么⾄少需要⼏台报警器？

课后作业1： 设有⼀批设备正在同时运⾏，每台设备发⽣故障的概率是0.01，那么问：

1. 1⼈运维20个设备，不能及时维修的概率是多⼤？

2. 3⼈运维80个设备，不能及时维修的概率是多⼤？

泊松分布 

泊松分布主要⽤于描述某段连续时间内发⽣某个事件 次的概念。⽐如需要求晚上 的时间段内有 辆⻋经过
某路⼝的概率值，便可以使⽤泊松分布。

其计算公式为：

记作 , 其中 是⼀个给定的正数,其含义为在所需要求泊松分布概率的时间段内所预测事件的平均
发⽣次数。

当⼆项分布的 很⼤⽽ 很⼩时可以⽤ 的泊松分布进⾏近似，也就是说，泊松分布其本质上就是⼆项分布

⎪⎪P(X = k) = pk(1 − p)1−k

k = 0, 1

p k k − 1

P(X = k) = (1 − p)k−1p

X ∼ G(p)

n k

P(X = k) = C k
npk(1 − p)n−k, k = 0, 1, 2, . . . n

X ∼ B(n, p)

0 − 1 n = 1

0.8
0.99

k 6 − 7 50

P(X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, 3.. .

X ∼ P(λ) λ > 0

n p λ = np



在上述条件下的极限形式，证明如下：

其中

于是：

实际来说：当 时，⽤泊松分布近似近似⼆项分布效果是较为理想的。

泊松分布更详细推导过程，参考：泊松分布的现实意义是什么，为什么现实⽣活多数服从于泊松分布？

泊松分布的计算可以使⽤既定的表格进⾏查询，参考：泊松分布函数表

例题7: 某电话台⼀天之内⽤户呼叫的次数服从 ,问明天该电话台的呼叫次数不超过 次的概率是多少？

例题8: 设某银⾏证券部有 个账户，每个账户中客户的投资额是 万元，每个客户在⼀年内提现 万元的概率
是 ，问：要保证以 可能性以上的资⾦安全周转，则每年存留在证券部的现⾦储备⾄少是多少？

⎪⎪
lim

n→∞
C k

n(
λ

n
)k(1 − (

λ

n
))n−k = lim

n→∞

n × (n − 1) × ⋯ (n − k + 1)
k!

λk

nk
(1 − (

λ

n
))n−k =

λk

k!
lim

n→∞

n × (n − 1) × ⋯ (n − k + 1)
nk

(1 −
λ

n
)−k(1 −

λ

n
)n

lim
n→∞

n × (n − 1) × ⋯ (n − k + 1)
nk

(1 − λ

n
)−k = 1

lim
n→∞

(1 − λ

n
)n = e−λ

P(X = k) = lim
n→∞

C k
n(

λ

n
)k(1 − (

λ

n
))n−k =

λk

k!
e−λ

n ≥ 100, np ≤ 10

X ∼ P(3) 5

1000 10 2
0.006 0.95

https://www.zhihu.com/qu%E5%85%B3%E4%BA%8Eestion/26441147
https://blog.csdn.net/u013043762/article/details/79287147


解：由于客户之间不存关联性，因此可以认为每个账户的提现是⼀种独⽴重复⾏为。设随机变量X为每年在证券部
提现的客户数，因此 。由于X为提现⽤户数，则2X为每年提现的总⾦额，设x
为每年预留的储备⾦。故有 由于 ,因此该⼆项分布可以近似使⽤泊松分布进⾏计

算，则

超⼏何分布 

定义5： 有 个元素，其中 个属于第⼀类， 属于第⼆类，从中取 个元素.设 为  个元素中的第⼀类的个
数。其计算公式为：

记作

超⼏何分布是⼀种不放回抽样，但是当 时， ,此时就相当于是做了 次概率为 的放回
抽样试验，也就是独⽴重复试验，满⾜⼆项分布的条件，即： 时，有：

课后作业2： 设有 粒种⼦，发芽率是 ，现取 粒种⼦，求⾄多⼀粒种⼦不发芽的概率（结果请⽤合适
的分布近似）

连续型随机变量的分布 

均匀分布 

定义6：若在某段特定区间上，随机变量的取值的分布是均匀的，则称该随机变量在该区间上服从均匀分布。其概
率密度函数如下：

记作

其分布函数如下：

例题9: 假设公共汽⻋从七点开始每隔  分钟发⻋⼀趟，某⼈从七点⾄七点半间到⻋站的时间服从均匀分布，
问：

1. 等⻋不超过五分钟的概率

X ∼ B(1000, 0.006), λ = np = 6
P(2X ≤ x) ≥ 0.95. λ = np = 6

P(X ≤ x
2 ) = ∑

x
2

k=0
6k

k! e−6 ≥ 0.95,查表可知，x ≥ 20

N N1 N2 n X n

P(X = k) =
C k

N1
C n−k

N2

C n
N

, k = 0, 1, 2, . . . min{n, N1}

X ∼ H(n, N1, N)

n ≪ N N ≈ N − n n
N1
N

n ≪ N

P(X = k) =
C k

N1
C n−k

N−N1

C n
N

≈ C k
npk(1 − p)n−k

10000 0.99 200

f(x) = { 1
b−a

a ≤ x ≤ b

0 other

X ∼ U [a, b]

F(x) =
⎧⎪⎨⎪⎩0 x < a

x−a
b−a

a ≤ x < b

1 b ≤ x

15



2. 等⻋超过⼗分钟的概率

正态分布 

定义7：⼤量的⾃然和社会现象，诸如身⾼体重都满⾜“中间多，两头少”的特征，即随机变量取值的分布⼤量地集
中在其均值附近，越远离均值则分布越稀疏。正态分布即是⽤来描述这种普遍存在的现象的，因此，正态分布也
是最为重要的概率分布，其概率密度函数为：

记作 .

其中 是正态分布的均值或期望， 是 正态分布的标准差， 是正态分布的⽅差。

其分布函数为：

正态分布的性质：

1. 是以 为对称轴的钟形曲线

2. 时取得最⼤值

3. 以  轴为⽔平渐近线

4. 固定时， 变化则曲线左右平移

5. 固定时，  变⼤，最⾼点下移，曲线趋于平缓;  变⼩ ，最⾼点上移，曲线趋于陡峭。

标准正态分布
称 的正态分布为标准正态分布，其概率密度函数为：

其分布函数为：

标准正态分布的性质：

1. 

2. 

⼀般正态分布标准化

⼀般正态分布需要先转化为标准正态分布进⾏计算，其推导过程如下：

⎪⎪ϕ(x) = 1
√2πσ

e
−

(x−u)2

2σ2 , x ∈ (−∞, +∞)

X ∼ N(µ, σ2)

µ σ σ2

Φ(x) = 1
√2πσ

∫ x

−∞
e

−
(t−µ)2

2σ2 dt

y = ϕ(x) x = µ

x = µ 1
√2πσ

y = ϕ(x) x

σ µ

µ σ σ

µ = 0, σ = 1

ϕ0(x) = 1
√2π

e− x2
2 , −∞ < x < +∞

Φ0(x) = 1
√2π

∫ x

−∞
e− t2

2 dt, −∞ < x < +∞

ϕ0(x) = ϕ0(−x)
Φ0(−x) = 1 − Φ0(x)



即：

所以可知：

时，则

标准正态分布的计算可以通过如下表格进⾏查询：

标准正态分布的函数分布表

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359

0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753

0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141

0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517

0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879

0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224

0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549

0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852

0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133

0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389

1 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621

1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830

1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015

1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177

1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319

1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441

⎪⎪
Φ(x) = 1

√2πσ
∫ x

−∞
e

−
(t−u)2

2σ2 dt = 1
√2πσ

∫ x

−∞
e− 1

2 ( t−µ
σ )2

dt = 1
√2π

∫
x−µ

σ

−∞
e− 1

2 ( t−µ
σ )2d

t − µ

σ
= Φ0(

x − µ

σ
)

Φ(x) = P(X ≤ x) = P(
X − µ

σ
≤

x − µ

σ
) P(Y ≤

x − µ

σ
) = Φ0(

x − µ

σ
)

Y = X−µ
σ=

X ∼ N(µ, σ2) Y = X−µ

σ ∼ N(0, 12)

Φ0(x) = 1
√2π

∫ x

−∞
e− t2

2 dt

x



例题10：如果 , 求

课后作业3：在⼤型考试中，学⽣的成绩往往是满⾜正态分布的。教师通常根据学⽣的分数估计 与  ,然后将分
数在 到 之间的学⽣评为C等，问：被评为C等的学⽣的⽐例是多⼤？

1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545

1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633

1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706

1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767

2 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817

2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857

2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890

2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916

2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936

2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952

2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964

2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974

2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981

2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986

3 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990

3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993

3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995

3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997

3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998

3.5 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998

3.6 0.9998 0.9998 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999

3.7 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999

3.8 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999

3.9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

4 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

X ∼ N(3, 32) P(|X − 3| > 6)

µ σ

µ − σ µ



随机变量函数的分布 

定义8：已知某随机变量 及其分布 ，现有另⼀以 为⾃变量的随机变量函数 ，则称 的分布函
数 为随机变量 满⾜函数 的分布。

离散型随机变量函数的分布 

设有离散型随机变量 ，其取值依次为 ,另有离散型随机变量 ,其取值依次为 ，则
显有 ,其中 满⾜ .

例题11: 设 为某离散型随机变量，其分布如下：

求 的分布

连续型随机变量函数的分布 

设有连续型随机变量 ，设其概率密度函数为 ，其分布函数为 . 另有连续型随机变量 ,其
分布函数为 . 则

例题12：设随机变量的概率密度函数为

1. 求 的分布函数及其概率密度函数

2. 若 满⾜ 区间上的均匀分布，求 的概率密度函数以及分布函数

解1：

解2: 由于

则

X FX(x) X Y = h(X) Y

FY (x) X h

X x1, x2, ⋯ Y = h(X) y1, y2, c …
P(Y = yi) = ∑j

P(X = xj) xj h(xj) = yi

X

X −1 0 1 2
P 0.2 0.3 0.4 0.1

Y = X 2

X fX(x) FX(x) Y = g(X)
FY (x)

FY (x) = P(Y ≤ x) = P(g(X) ≤ x) P(X ≤ g−1(x)) = FX(g−1(x))
g严格单调递增

=

FY (x) = P(Y ≤ x) = P(g(X) ≤ x) P(X ≥ g−1(x)) = 1 − FX(g−1(x))
g严格单调递减

=

fX(x), Y = 3X + 1

Y

X 0 − 4 Y

FY (x) = P(Y ≤ x) = P(3X + 1 ≤ x) = P(X ≤ x − 1
3

) = FX( x − 1
3

)

fY (x) = FY (x)′ = 1
3

fX( x − 1
3

)

fX(x) = { 1
4 0 ≤ x ≤ 4
0 other⎪⎪ ⎪



由于

则

我们可以得到如下推论：

若 服从  上的均匀分布，则  服从相应区间上的均匀分布,即：

时:

时：

例题13： 设 ,求

解：
时：

于是

时

fY (x) = 1
3

fX(
x − 1

3
) = { 1

12 1 ≤ x ≤ 13
0 other

FX(x) =
⎧⎪⎨⎪⎩0, x ≤ 0

x
4 , 0 < x < 4
1, 1 ≤ x

FY (x) = FX(
x − 1

3
) =

⎧⎪⎨⎪⎩0 x < 1
x
12 1 ≤ x < 13
1 13 ≤ x

X [a. b] Y = kx + c(≠ 0)

k > 0

fY (x) = { 1
kb−ka

ka + c ≤ x ≤ kb + c

0 other

k < 0

fY (x) = { 1
ka−kb kb + c ≤ x ≤ ka + c

0 other

X ∼ N(µ, σ2), Y = aX + b, a ≠ 0 fY (x)

a > 0

FY (x) = P(Y ≤ x) = P(aX + b ≤ x) = P(X ≤
x − b

a
) = FX(

x − b

a
) = Φ(

x − b

a
)

fY (x) = FY (x)′ = 1
a

ϕ( x − b

a
) = 1

√2πσ
e

−
( x−b

a −µ)2

2σ2 1
a

= 1
√2πaσ

e
−

(x−(b+aµ))2

2a2σ2

a < 0

fY (x) = 1
√2π − aσ

e
−

(x−(b+aµ))2

2a2σ2



因此综上：

根据上例，当 时，显然有 ,这正是正态分布转化为标准正态分布的数学原理

课后作业4：证明若随机变量 的概率密度函数为 ,则 

例题14： ,求

解：

时：

此时不存在满⾜要求的随机变量值，因此分布函数值为

时：

因此,

课后作业5：设随机变量 ,其概率密度函数为：

,求

⎪⎪ ⎪⎪
fY (x) = 1

√2π|a|σ
e

−
(x−(b+aµ))2

2a2σ2 ,即：Y ∼ N(aµ + b, a2σ2)

Y = x−µ

σ
Y ∼ N(0, 1)

X fX(x), Y = kX + b(k ≠ 0) fY (x) = 1
|k| fX( x−b

k )

X ∼ N(0, 1), Y = X 2 fY (x)

x < 0

FY (x) = P(Y ≤ x) = P(X 2 ≤ x) = 0

0

x ≥ 0

FY (x) = P(Y ≤ x)
= P(X 2 ≤ x) = P(−√x ≤ X ≤ √x)
= Φ0(√x) − Φ0(−√x)

= ∫ √x

−√x

1
√2π

e− t2
2 dt

= 2 ∫ √x

0

1
√2π

e− t
2
2 dt

fY (x) = FY (x)′ 1
√2π

e(− x2
2 )x− 1

2
变限积分求导

=

fY (x) = { 1
√2π

e(− x2
2 )x− 1

2 0 ≤ x

0 x < 0

X

fX(x) = { 1
x+1 0 < x < e − 1
0 other

Y = √X fY (x)
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