
概率统计1⸺概率 

基本概念 

随机试验:对⼀个不确定现象通过观察，测量，实验等⼿段获取其结果的过程

样本空间:所有随机试验结果的总和，如掷⾊⼦的样本空间为 ,记作 。样本空间可以是⽆限集

随机事件: 样本空间的⼦集

样本点:样本空间中的元素，也就是⼀次随机试验的单个结果，记作

互不相容事件:

对⽴事件:

完备事件组:

⸺必然事件⸺样本空间⸺全集
⸺不可能事件⸺空集

概率的公理化描述 

概率测度（Probability Measure）是⼀个从事件映射到实数域的实函数，其定义域为样本空间 ，上域为实数域 ，值域为 .任何⼀个
概率测度都必须满⾜以下公理：

基本公理 

⾮负性公理:任何⼀个事件A发⽣的概率不可能为负，即

规范性公理:样本空间作为⼀个事件必然发⽣，即

完全可加性公理:若事件 两两互不相容，则

基本公理的推论 

1. 

证明：因为事件  与  两两互不相容，即  ,故  ,证毕

2. (事件的减法性原理）

证明：  ,⼜因为显然  与  互不相容，则根据公理 ，有 ,证毕

3. (事件的加法性原理)

证明：因为  ,且 与  互不相容，则显然根据完全可加性公理，有
.根据事件的减法性原理，有 .因此，

有 ，证毕.

三个事件的加法公式：

例题1: ,求：

1. 中⾄少发⽣⼀个

2. 都不发⽣

条件概率 

有的时候，两个事件之间不是相互独⽴的，往往某个事件的发⽣与否会对另⼀个事件的发⽣可能性产⽣影响，这个时候，我们就需要使⽤

{1, 2, 3, 4, 5, 6} Ω

ω

事件A, B不同时发⽣，即A ∩ B = ϕ

A, B互不相容且A ∪ B = Ω,记作A = B̄, B = Ā

A1, A2, ⋯ , An两两互不相容，且⋃n
i=1 Ai = Ω

Ω
ϕ

Ω R [0, 1]

0 ≤ P(A)
P(Ω) = 1

A1, A2, A3, ⋯ , An

P(A1 + A2 + A3 + ⋯ + An) = P(A1) + P(A2) + P(A3) + ⋯ + P(An), n ∈ N +

P(A) = 1 − P(Ā)

A (̄A) A ∩ Ā = ϕ, A ∪ Ā = Ω P(Ω) = P(A + Ā) = P(A) + P(Ā) = 1

P(A − B) = P(A) − P(AB)

A = (A − B) ∪ AB A − B AB 3 P(A) = P(A − B) + P(AB)

P(A + B) = P(A) + P(B) − P(AB)

A ∪ B = A ∪ (B − AB) A (B − AB)
P(A + B) = P(A) + P(B − AB) P(B − AB) = P(B) − P(B ∩ AB) = P(B) − P(AB)

P(A + B) = P(A) + P(B) − P(AB)

P(A + B + C) = P(A) + P(B) + P(C) − P(AB) − P(AC) − P(BC) + P(ABC)

P(A) = P(B) = P(C) = 1
4 , P(AB) = 0, P(AC) = P(BC) = 1
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ABC



条件概率公式去描述这种现象了。

定义1: 设 为样本空间， 为两个事件且 ,则称在 已经发⽣的条件下 发⽣的概率为 对 的条件概率，记作

条件概率的本质是将样本空间从所有事件都发⽣的 缩⼩到原来仅仅 发⽣的事件的集合 中去，然后在这个新集合中计算 发⽣的概
率。因此条件概率的计算公式就是：

例题2: 编号为 的球，随机取⼀个观察其编号，现设 表示取到 号， 取到 号， 取到⼤于 号的球； 表示取到偶数的球。求：

1. 在取到偶数的情况下取到 号球的概率

2. 在取到偶数的情况下 发⽣的概率

条件概率的性质：

设 互不相容，则

条件概率的乘法公式：

（超过三个可依次类推）

例题3: 如果天⽓多云时有⾬的概率是 , 且天⽓多云的概率是 ，那么天⽓多云且有⾬的概率是？

课后作业1： 假设⼀共有 个产品，其中 个不合格，现在从中不放回抽取 个，问第⼀次第⼆次抽到次品并且第三次抽到的才是正品的
概率有多⼤？

全概率公式 

定义2： 设 是某个完备事件组,且 是某个同⼀样本空间中的其他事件，则有

全概率公式的意义在于，当需要求某个事件的发⽣概率时，我们可以去求该事件在各种不同情况下发⽣的概率，最终求其总和。

例题4: 假设现有 个零件，其中 个是合格品， 个是次品，现已经取⾛ 个零件，则问当取第三个零件时，是正品的概率有多⼤？

例题5: 盒⼦中有 个红球和 个蓝球，⽆重复的抽取两个，则第⼆个球是红⾊的概率是多少？
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∑
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课后作业2: 假设现在有 个产品，其中分别有 个次品的概率均为 ，并且由于质检存在误差，将正品误检为次品的概率为 ，将

次品误检为正品的概率为 。现在随机从 个产品中抽取 个送检，则问：该产品检验通过的概率有多少？

⻉叶斯公式 

⻉叶斯公式是⼀种已知结果反求起因的数学模型，也就是导致某个事件发⽣的起因有多种，现在已知该事件发⽣了，那么请问引发该事件
发⽣的各个起因的概率分别是多少？

其实⻉叶斯公式就是⼀种条件概率公式的变形，其具体定义如下所示：

定义3:设 某个完备事件组，且 是同⼀样本空间中可由 引发的某个已知事件,则

例题6: 设某种疾病的发病概率为 ，其中由于医院的检测⼿段存在误差，其中真正的患者被诊断为有病的概率为 ，健康的⼈被诊
断为有病的概率为 。现某⼈经医院检查被确诊，则该⼈确实有病的概率有多⼤？

课后作业3: 设全国有 的⼈玩LOL,玩LOL的群体中, 是男性,不玩LOL的群体中, 是男性。已知Bob是男性，问：他是LOL玩家的概率是
多⼤？

事件的独⽴性 

事件的独⽴性的概念是指：已知⼀个事件发⽣不能为我们提供另⼀个事件是否发⽣的信息，或⼀个事件的发⽣不影响另⼀个事件的发⽣概
率。即 .进⼀步地，由于 ,因此，当两个事件互相独⽴时，有

上式⼦便是两个事件独⽴的充分必要条件

独⽴事件的性质：

我们讨论事件多于两个时的独⽴性问题。我们⾸先给出事件两两独⽴(pairwise independent)和互相独⽴(mutually independent)的概念。

所谓两两独⽴，是指在同⼀样本空间 中有某事件集 ，从其中任意选取两个 ,都有 

成⽴。

所谓互相独⽴，是指在同⼀样本空间 中有某事件集 ，其任意的⼦集 满
⾜

很显然地，互相独⽴的定义已经包含了两两独⽴，若⼀个事件组是互相独⽴的，则其必然也是两两独⽴的。那么反过来的情况如何呢？下
例将给出否定的答案：

抛掷两次骰⼦，令 表示第⼀次得到正⾯， 表示第⼆次得到正⾯，C表示总共得到⼀次正⾯。则易知
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i=1 P(Ai)P(B|Ai)
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P(A) = P(A|B) P(AB) = P(B)P(A|B)

P(AB) = P(A)P(B)

ϕ和Ω与任意事件A都独⽴

A与B独⽴，则A与B̄, Ā与B，Ā与B̄都互相独⽴

Ω A1, A2, ⋯ , An Ai, Aj i, j ∈ 1, 2, 3 ⋯ n

P(AiAj) = P(Ai)P(Aj)

Ω A1, A2, ⋯ , An Ai1, Ai2, ⋯ , Aim i1, i2 ⋯ im ∈ 1, 2, 3 ⋯ n
P(Ai1Ai2 ⋯ Aim) = P(Ai1)P(Ai2) ⋯ P(Aim)
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所以显然此时 是两两独⽴的，但是显然

究其原因，我们可以发现 ,当  两两独⽴时有 ,但是却⽆法保证
。 因此我们可以发现，互相独⽴的概率意义在于:给出⼀个事件组并从该事件组中任选⼀个⼦集，则该⼦集中的事件同

时发⽣时，事件组中剩余的任⼀事件对其保持独⽴

例题7: ⼀个电路中，第⼀个元件与第⼆三个串联起来的元件形成⼀个并联电路，设 表示第i个元件保持正常⼯作，且
。 问该电路正常⼯作的概率是多少？

课后作业4: 设有⼀套密码，每个技术员能够将其破译的概率为 ，并且每个技术员的破译⼯作都是相互独⽴的.则问：如果需要以 以
上的可能性将其破译，那么⾄少需要⼏个技术员？

P(A) = P(B) = P(C) = 1
2 , P(AB) = P(A)P(B) = 1

4
P(AC) = P(A)P(C|A) = 1

4 = P(A)P(C), P(BC) = P(B)P(C|B) = 1
4 = P(B)P(C)

ABC P(ABC) = 0 ≠ P(A)P(B)P(C) = 1
8

P(ABC) = P(A)P(B|A)P(C|AB) ABC P(B) = P(B|A)
P(C) = P(C|AB)

Ai

P(Ai) = p, i = 1, 2, 3

0.6 0.99
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