
微积分25⸺切平⾯与可微性 

切平⾯的推导 

若函数 在点 处存在偏导数 ，则由其偏导数切线确定且包含 上任⼀经过点

的曲线的切线的平⾯称为函数 在点 的切平⾯。函数在某点存在切平⾯，则意味着其在该点
处是平滑的,也就是沿任何⽅向可导。

设经过点 的切平⾯⽅程为

对其进⾏变形后，可得

当 时候，⽅程 表示⼀条经过点 且在 平⾯上的投影平⾏于 轴的直线，显然

这条直线就是由 确定的切线。因此可知 。同理， 。

于是过点 的切平⾯表达式为：

全微分 

如果函数 在点 的某领域内有定义，且函数在该点的全增量

可以表示为

其中  与  为固定常数， 与  为与⽆穷⼩量。则称函数 在点 处可微分，⽽ 则称为是函
数 在点 处的全微分，记作 ，即

可微的必要条件： 若函数在某点可微，则函数在该点的偏导数必然存在且其全微分可写为

证： 若函数 在点 处可微分，则有

令 ，则有

成⽴，对其两端除以 后取极限得

同理可得 。于是有
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证毕。

切平⾯存在与可微分的等价关系 

函数在某点的切平⾯存在与在该点可微分是等价的，即

充分性的证明: 若函数 在点 处可微分，则有

成⽴，其中

恰好是过点 的切平⾯⽅程，因此我们可以说在函数可微分的定义中蕴涵了切平⾯⽅程，故可微分必切平⾯存在，并
且可以发现由于 ,故此可以发现当函数可微分时，可使⽤切平⾯⽅程做

出从 到  的线性近似，效果是极其良好的。

必要性的证明：

当函数 在点 存在切平⾯时，记切平⾯在 的对应坐标为 ,则此时
使⽤切平⾯从点从 到 的线性增量 和函数全增量 分别为

记⼆者的差值为 ，则有

对上式两端同除以 后取极限,得

上式中左边项显然等于函数沿着 ⽅向的导数，由于此时是存在切平⾯的，故也等于切平⾯中沿着此⽅向的切线的斜

率。上式中右边第⼀项则表示从点 到点 的割线斜率，由于该两点均存在于切平⾯上，因此可
得

故可推知

即:
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故最终可得:

上式正是函数可微分的严格定义，因此必要性证毕。

函数可微分的充分条件 

函数某⼀点上可微分的充分条件是函数的偏导数在该点是连续的，当偏导数不连续时，则有可能造成在该点不可微的情况
出现，例⼦如下,函数

在 处的偏导数均存在且为 ，但不难证明该函数在 点的偏导数是不连续的，此时虽然可以形式的写出其微分
,但在沿着直线 趋向于 时，显然 ,故

函数在点 不可微。

充分性的证明： 由假定, 函数的偏导数  与  在点  的某邻域内存在. 设点  为这邻域内任意

⼀点, 考察函数的全增量

在第⼀个⽅括号内的表达式, 由于  不变, 因⽽可以看做是  的⼀元函数  的增量. 于是, 应⽤拉格朗⽇
中值定理, 得到

⼜依假设,  在点  连续, 所以上式可写为

其中  为  与  的函数, 且当  时, 

同理可证第⼆个⽅括号内的表达式可写为

其中  为  的函数, 且当  时, .

由  两式可⻅, 在偏导数连续的假定下, 全增量  可以表示为

这就是可微分的严格定义，因此充分性证毕。

参考教材章节 

《Calculus》 14.4 Tangent Plane and Linear Approximations

课后作业 

1. 计算函数  在 时候的全微分

e = o(√(∆x)2 + (∆y)2)

f(x + ∆x, y + ∆y) − f(x, y) = fx(x, y)∆x + fy(x, y)∆y + o(√(∆x)2 + (∆y)2)

f(x) = {
xy

x2+y2 x2 + y2 ≠ 0
0 x = y = 0

(0, 0) 0 (0, 0)
dz = 0∆x + 0∆y = 0 y = x (0, 0) ∆z − dz = 1
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2 ≠ o(√(∆x)2 + (∆y)2)
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∆z = f(x + ∆x, y + ∆y) − f(x, y)
= [f(x + ∆x, y + ∆y) − f(x, y + ∆y)] + [f(x, y + ∆y) − f(x, y)]

y + ∆y x f(x, y + ∆y)

f(x + ∆x, y + ∆y) − f(x, y + ∆y) = fx (x + θ1∆x, y + ∆y)∆x (0 < θ1 < 1).

fx(x, y) (x, y)

f(x + ∆x, y + ∆y) − f(x, y + ∆y) = fx(x, y)∆x + ε1∆x,

ε1 ∆x ∆y ∆x → 0, ∆y → 0 ε1 → 0

f(x, y + ∆y) − f(x, y) = fy(x, y)∆y + ε2∆y,

ε2 ∆y ∆y → 0 ε2 → 0

(3 − 4)、(3 − 5) ∆z

∆z = fx(x, y)∆x + f, (x, y)∆y + ε1∆x + ε2∆y.

z = exy x = 1, y = 1, ∆x = 0.15, ∆y = 0.1



2. 计算 的近似值

3. 若函数 在点 处可微分。证明： 在点 处连续

√3.022 + 1.972 + 5.992

z = f(x, y) (a, b) z = f(x, y) (a, b)
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