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假设检验 

随机变量的期望 

离散型随机变量的期望 

定义1：如果 是⼀个离散型随机变量，其分布列为 ，那么 的期望记为 ，定义如下：

⽤语⾔表达，  的期望值就是  的所有可能的⼀个加权平均，每个值的权重就是  取得该值的概
率。所以，期望的意义在于对随机变量进⾏整体的综合估计，给出⼀个随机变量的“平均值”.

例1：  名学⽣坐  辆⼤巴去听交响乐演出，第⼀辆⻋上有 名学⽣，第⼆辆⻋上有 名学⽣，

X p(x) X E(X)

E(x) = ∑
x

xp(x)

X X X
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第三辆⻋上有 名学⽣。到达⽬的地后，从所有学⽣中随机抽取⼀名。令  表示被随机选中的学
⽣所乘坐的⻋上的学⽣数，求  .

例2：设离散型随机变量 的可能取值为 ，其对应概率为
. 求

定理1: 如果  是⼀个离散型随机变量，其可能取值为 ,相应的取值概率为 ,那么对
于任意实函数 ，都有

证明从略

课后作业1：某⼈参加答题秀节⽬，需要回答两个问题，他可以⾃⾏决定回答的顺序，并且只有在
答对了⼀个之后才有资格继续回答另⼀个。如果他正确回答了问题  则可以获得  元的
奖励。假设他能正确回答问题  的概率为  ，问他先回答那个问题才能使得获得奖励的期望最⼤
化？

连续型随机变量的期望 

定义2: 如果  是⼀个连续型随机变量，密度函数为 ，那么由于对于很⼩的  有
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i

g(xi)p(xi)

i(i = 1, 2) Vi

i pi

X f(x) dx



所以，可以得出连续型随机变量的期望为

例3：设随机变量  的密度函数为

求 .

例4： 设随机变量X的密度函数为

求 .

定理2： 设  是⼀个连续型随机变量，其概率密度函数为 ,那么对于任意实函数 ，有

证明从略

课后作业2: ⼀根⻓度为  的绳⼦在  点处断开，其中  是密度函数为  的随
机变量。点  是绳⼦上的某⼀点。求包含点  的那⼀段的⻓度的期望值。

f(x)dx ≈ P(x ≤ X ≤ x + dx)

E(X) = ∫ +∞

−∞
xf(x)dx

X

f(x) = {2x 0 ≤ x ≤ 1
0 else
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0 else
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随机变量的⽅差 

随机变量的期望给出了⼀个⽤以估计随机变量平均值的合理⽅法，但是它并没有告诉我们任何关于
随机变量中的取值相对于其均值的偏离程度或者说离散程度的信息。因此我们需要引⼊关于⽅差的
概念。

离散型随机变量的⽅差 

定义3： 如果离散型随机变量 的期望为 ，那么 的⽅差记为 ，其定义为

下⾯对⽅差的另⼀表达式进⾏推导：

即：

⽤语⾔进⾏描述，就是  的⽅差等于  的期望减去X的期望的平⽅，这是⽤于计算⽅差的快捷⽅
式。

例5：投掷⼀枚骰⼦，设 表示掷出的点数，计算

X µ X V ar(X)

V ar(X) = E((X − µ)2)

V ar(X)
= E((X − µ)2)
= ∑

x

(x − µ)2p(x)

= ∑
x

(x2 − 2µx + µ2)p(x)

= ∑
x

x2p(x) − 2µ ∑
x

xp(x) + µ2 ∑
x

p(x)

= E(X 2) − 2µ2 + u2

= E(X 2) − µ2

V ar(X) = E(X 2) − E 2(X)

X X 2
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连续型随机变量的⽅差 

连续型随机变量与离散型随机变量的⽅差定义是⼀致的。

定义4： 如果离散型随机变量  的期望为 ，那么 的⽅差记为 ，其定义为

下⾯对⽅差的另⼀表达式进⾏推导：

即：

抽样分布 

卡⽅分布 

定义5： 设 是来⾃于标准正态总体 的样本，则称统计量

X µ X V ar(X)

V ar(X) = E((X − µ)2)

V ar(X) = E((X − µ)2)

= ∫ +∞

−∞
(x − µ)2f(x)dx

= ∫ +∞

−∞
(x2 − 2µx + µ2)f(x)dx

= ∫ +∞

−∞
x2dx − 2µ ∫ +∞

−∞
xf(x)dx + µ2 ∫ +∞

−∞
f(x)dx

= E(X 2) − 2µ2 + µ2

= E(X 2) − µ2

V ar(X) = E(X 2) − E 2(X)
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χ2 = X 2
1 + X 2

2 + ⋯ + X 2
n



服从于⾃由度为  的卡⽅分布，记为

⽤语⾔描述，⾃由度为  的卡⽅分布就是由 个标准正态分布的平⽅和所构成的⼀个连续型随机变
量。

注： 由于 是从标准正态总体 中通过随机均匀抽样得到的，因此
是相互独⽴且均服从标准正态分布的。

卡⽅分布的概率密度函数公式极为复杂，没必要进⾏记忆，对其⼤致的函数图形进⾏了解即可：

图1. ⾃由度为6时的卡⽅分布密度函数图像

t分布 

定义6: 设 ,且  互相独⽴，则称

服从于⾃由度为  的  分布，记为 .

分布的概率密度函数同样极为复杂，不必记忆，其函数图像⼤致如下：

n χ2 ∼ χ2(n)

n n

X1, X2 ⋯ Xn X ∼ N(0, 12)
X1, X2 ⋯ Xn

X ∼ N(0, 12), Y ∼ χ2(n) X, Y

t =
X

√Y /n

n t t ∼ t(n)

t



图2. ⾃由度为5时的t分布密度函数图像
 分布的密度函数  性质如下：

1. 为偶函数

2. 

性质2说明，当⾃由度充分⼤的时候，  分布就是标准正态分布

假设检验 

假设检验的总体概述与基本概念 

⾯对⼀个需要研究的事物总体，我们有可能并不知道它的分布类型和分布的参数。因此我们有必要
事先对该总体的类型和参数进⾏假设，⽽后再对所做的假设进⾏检验，这个过程称为假设检验。

对总体分布类型的假设检验称为⾮参数检验，⽽在总体分布类型已知，仅对其参数做出的假设检验
称为参数假设。例如，已知某座城市成年男性的身⾼服从于标准差为  的正态分布，但是均值未
知，此时我们就可以对未知的均值做出如下⼏种假设：

1. 身⾼

2. 身⾼

3. 身⾼

以上的三种假设我们统称为是原假设，每种假设⼜有与之对应的对⽴⾯，因此⼜可以得到三种备择
假设：

1. 身⾼

2. 身⾼

t h(t)

h(t)

limn→∞ h(t) = 1
√2π

e− t2
2 , t ∈ R

t

20

µ = 175.0
µ < 175.0
µ > 175.0

µ ≠ 175.0
µ ≥ 175.0



3. 身⾼

因此，可以发现，假设检验的第⼀步，其实是根据实际情况做出合适的原假设和备择假设。

假设检验的基本原理 

假设检验的基本原理是⼩概率事件在单次随机事件中不应当发⽣。

例如有  球，分成⿊⽩两⾊，其中  个颜⾊相同，另  个则不同。但是  个⽩⾊还是  个⿊⾊
则不确定。此时我们可以做出  个是⽩⾊的原假设，则备择假设是就是  个是⿊⾊。然后进⾏随
机均抽样，如果抽出的是⿊⾊，则有理由怀疑原假设是错误的，因为在原假设正确的情况下，抽样
的样本结果显示为是⼀个⼩概率事件，这与⼩概率事件在单次随机事件中不应当发⽣的原理是违背
的。因此拒绝原假设，接收备择假设。

假设检验的基本步骤 

假设检验作为⼀种通过对抽样样本进⾏计算从⽽对事先假设参数进⾏检验的数学⽅法，其检验过程
是有固定⽽严格的步骤的：

1. 根据情况提出合适的原假设和对应的备择假设

2. 根据未知参数的情况，构建合适的检验统计量，找出该检验统计量服从的分布

3. 对抽样得到的样本代⼊检验统计量进⾏计算，得到检验统计量的真实值

4. 根据显著性⽔平  的值和检验的⽅向（左侧检验，右侧检验，双侧检验）确定分布  的拒绝
域，并且确定对应的临界点

5. 将  与 进⾏⽐较，观察  是否落在拒绝域中。如果落在拒绝域中则拒绝原假设，反之则接
受原假设，如果 则重新抽样再次进⾏检验。

单个正态总体下的均值检验 

设总体 ,  与 均未知, 是来⾃于总体 的样本。在此种情况下对
均值进⾏检验，则对应的检验统计量服从于⾃由度为 的  分布：

其中，  表示样本均值，  表示所假设的均值，  为样本标准差，其计算公式为

,  为样本数.

µ ≤ 175.0

100 99 1 99 99
99 99

t

τ

α t

tα

τ tα tα

τ = tα

X ∼ N(µ, σ2) µ σ2 X1, X2, ⋯ , Xn X

n − 1 t

t =
X̄ − µ0

S/√n
∼ t(n − 1)

X̄ µ0 S

S = √ 1
n−1 ∑n

i=1(Xi − X̄)2 n



例6： 某电⼦元件的寿命服从  均未知，现在从所有原件中抽取  个，测得其
均值为  ，问：是否有⾜够理由认为该元件总体的寿命均值⼤于 （显著性⽔平取
）

两个正态总体均值差的假设检验 

设总体 ,  与 均未知, 是来⾃于总体 的样本;设总体
,  与 均未知, 是来⾃于总体 的样本。  与  互相独⽴，且

其标准差  与 相等。

满⾜上述条件的两个总体，需要对其均值差进⾏检验时，则对应的检验统计量服从于⾃由度为
的  分布：

其中， 为所要检验的均值差,  为  的样本数,  为  的样本数,

,  为  的样本标准差，  为  的样本标准差。

例7： 两种⽅法测⽔的熔化热，⽤A⽅法测的  个样本的熔化热为：

⽤B⽅法测得的  个样本的熔化热为：

假设这A⽅法得到的数据满⾜:

X ∼ N(µ, σ2), µ, σ 16
241.5 225 α = 0.05

X ∼ N(µ1, σ2
1) µ1 σ2

1 X1, X2, ⋯ , Xn1 X

Y ∼ N(µ2, σ2
2) µ2 σ2

2 Y1, Y2, ⋯ , Yn2 X X Y

σ1 σ2

n1 + n2 − 1 t

t =
(X̄ − Ȳ ) − (µ1 − µ2)

sw ⋅ √ 1
n1

+ 1
n2

µ1 − µ2 n1 X n2 Y

Sw = √ (n1−1)S 2
X+(n2−1)S 2

Y

n1+n2−2 SX X SY Y

5

79.98, 80.04, 80.02, 80.04, 80.03

6

80.02, 79.94, 79.98, 79.97, 79.97, 80.03

X ∼ N(µ1, σ2)



B⽅法得到的数据满⾜:

其中 均未知。问:是否有理由认为A⽅法测得的熔化热均值⼩于B⽅法？

第⼀类错误与第⼆类错误 

第⼀类错误⼜称为弃真错误，指在假设检验中，原假设  其实是正确的情况下，计算出的检验统
计量却落⼊了拒绝域从⽽拒绝了原假设，此时就抛弃掉了真理。

第⼆类错误⼜称为纳伪错误，指在假设检验中。原假设  其实是错误的情况下，计算出的检验统
计量却落⼊了接受域从⽽接受了原假设，此时就接受了谬误。

由于检验统计量⼀般是围绕原假设  构造的，也就是在进⾏假设检验的过程中，我们⼀般都是认
为  成⽴的前提下进⾏计算的，因此如果  确实是真的，那么检验统计量落⼊拒绝域的概率就
等于显著性⽔平  ，⽽接受  的概率则是  。

第⼆类错误  的概率⼀般情况下是不知道的，因为这需要我们围绕着备择假设  构造检验统计
量，⽽这是⽐较复杂的，因此在做假设检验时，我们往往只对控制第⼀类错误的发⽣概率进⾏控
制。在实际的检验中，同时减少量类错误的⽅法⼀般是适当增⼤样本容量。

Y ∼ N(µ2, σ2)

µ1, µ2, σ

H0

H0

H0
H0 H0

α H0 1 − α

β H1



课后作业 

1. 设某样本服从正态分布，总体均值与⽅差均未知，现对总体进⾏抽样，分别为
 。问：是否有理由认为，总体的均值是  ？

2. 设有两个独⽴的总体  均服从正态分布，其均值与⽅差均未知。现对两总体进⾏采样，
的样本为  ，  的样本为

 问：是否有理由认为总体  的均值⽐总体  的
均值⼤  ？

10.8，9.5，11.7，8.6，10，10.5, 10, 9.3 10

X，Y X

10.8，9.5，11.7，8.6，10，10.5, 10, 9.3 Y

11.7, 11.8, 10.6, 10.7, 12.3, 10.4, 11.2, 11.0 Y X

1
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